UM ENSAIO SOBRE A APRENDIZAGEM DO CÁLCULO INTEGRAL APLICADO À ECONOMIA by Mário, Belchior César Xavier
Revista Órbita Pedagógica                                                                                                                      ISSN 2409-0131 
APRENDIZAGEM DO CÁLCULO INTEGRAL APLICADO À ECONOMIA 
 
 
© Instituto Superior de Ciências de Educação do Huambo, Angola. 89 
 
UM ENSAIO SOBRE A APRENDIZAGEM DO CÁLCULO INTEGRAL APLICADO 
À ECONOMIA 
APRENDIZAGEM DO CÁLCULO INTEGRAL APLICADO À ECONOMIA  
 
AUTOR: Belchior César Xavier Mário1 
                
DIRECÃO PARA CORRESPONDENCIA: belckcesar@yahoo.com.br 
Data da recepção: 20-08-2018 
Data da aceitação: 05-09-2018 
 
RESUMO 
O cálculo integral é uma fonte de inspiração crítica e criativa, uma vez que 
actualiza a compreensão dos fenómenos científicos, contribuindo de maneira 
expressiva para o resgate do conhecimento no campo da Matemática Económica 
e suas ramificações. Por este facto, muitos ensaios têm sido efectuados, de modo 
a apresentar as principais ideias teóricas e práticas, demonstrando sua origem e 
aplicação do ensino da Matemática para a economia. Durante o desenvolvimento 
deste trabalho, baseámo-nos aos estudos de fontes bibliográficas e aplicações 
técnicas empíricas sobre o ensaio da aprendizagem do cálculo integral, 
apresentando demonstrações, para a resolução de problemas económicos, 
seguindo indução e dedução Matemática elementares. Este trabalho tem como 
objetivo analisar as possibilidades do ensaio sobre a aprendizagem, para a 
resolução de problemas matemáticos e sua aplicação para a economia, usando 
conceitos, teorema, propriedades e técnicas da matemática elementar. 
PALAVRAS-CHAVE: Cálculo Integral; Procura; Oferta; Economia.  
 
AN ASSAY ABOUT THE LEARNING OF INTEGRAL CALCULATION APPLIED 
TO THE ECONOMY  
 
ABSTRACT  
The Integral calculus is a critical and creative source, since it is an update of 
scientific phenomena, contributes in an expressive way to the updating of 
knowledge in the field of Economic Mathematics and its ramifications. For this 
reason, many essays have been carried out in order to present the main 
theoretical and practical ideas, demonstrating their origin and application of the 
teaching of Mathematics to the economy. During the development of this work, 
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we were based on studies of bibliographical sources and empirical technical 
applications on the integral calculus learning test, presenting demonstrations, for 
solving economic problems, following induction and elementary mathematical 
deduction. This work aims to analyze the possibilities of the essay on learning, to 
solve mathematical problems and their application to economics, using concepts, 
theorem, properties and techniques of elementary mathematics. 
KEYWORDS: Integral calculus; Demand; Supply; Economy. 
 
INTRODUÇÃO 
A Matemática tem desempenhado, ao longo dos anos, um papel crucial no 
desenvolvimento do conhecimento científico e tecnológico. Nas últimas décadas, 
com o desenvolvimento dos mercados, e do carácter “high-tech’’ das finanças 
modernas, tem-se registado necessidade crescente de métodos sofisticados que 
assentam, em grande medida, em técnicas matemáticas, que se afiguram como 
fundamentais para a competitividade das empresas modernas. 
 
Por esse facto, a Matemática Económica constitui uma área de conhecimento em 
desenvolvimento na ciência moderna. Desde o aparecimento dos vários trabalhos 
pioneiros, a investigação tem colocado desafios fecundos entre Economia, 
Finanças e Matemática. 
Durante os anos passados, na Babilonia antiga e Egipto, os rios transbordavam e 
mudavam os seus cursos. Alguns fazendeiros ganhavam novas terras do rio, 
enquanto outros perdiam-nas. Uma vez que os impostos eram regularmente 
tributados em função da área de terra ocupada, tornava-se necessário voltar a 
calcular a área de pedaço de terra, cujas fronteiras podiam ser uma margem de 
rio moldada irregularmente. 
 
Aproximadamente 360 anos A.C., o matemático grego Eudoxos, desenvolveu um 
método geral para calcular as áreas de regiões planas moldadas irregularmente, 
conhecido como método de exaustão. A ideia consistia em inscrever e 
circunscrever a região por regiões poligonais gerais, cujas áreas, as pessoas já 
sabiam como medir. Nestas circunstâncias, se a área da região inscrita e a área 
circunscrita tendem para o mesmo limite, quanto mais refinados forem os 
polígonos escolhidos, este limite define-se como a área da região. Assim, este 
método de exaustão, foi usado por Eudoxos e Arquimedes, para determinar 
aproximações mais exactas às áreas de um número específico de regiões planas, 
como por exemplo um disco circular. 
 
Newton e Leibniz (a 300 anos), são os matemáticos que criaram o cálculo 
integral. Para além de permitirem que as áreas fossem calculadas com mais 
exactidão, estas técnicas têm outras aplicações. A demonstração da relação 
lógica exacta, entre a derivação e a integração são uma das principais conquistas 
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da Análise Matemática. Por este facto, em muitas observações, se tem afirmado 
que esta descoberta singular é a mais importante em toda ciência. 
 
Nesta era moderna, caracterizada pelo desenvolvimento técnico e científico, os 
estudantes de Economia e outras ciências, precisam conhecer, ensaiar e dominar 
diversas ferramentas da Matemática. Isto é, incluir o cálculo para funções de uma 
e várias variáveis em𝑅𝑛, e também, uma compreensão básica de optimização 
multivariada com ou sem restrições de igualdade e desigualdade. 
Magalhães (1996), durante as suas investigações, faz uma abordagem sobre a 
utilização do estudo de integrais múltiplo em 𝑅𝑛 e afirma que é importante ter-se 
a capacidade de interpretar os vários problemas, para melhor compreensão 
rigorosa e não só, tendo em conta os exercícios matemático, dando a entender a 
habitual resolução do cálculo integral. 
 
Já Sydsaeter e Hammond (2006), no decorrer das suas abordagens, retratam a 
necessidade do conhecimento do cálculo integral para funções de uma e várias 
variáveis em 𝑅𝑛, e também, sobre a compreensão da teoria económica. Ainda por 
sua vez, alertam que é importante os estudantes de economia e outras ciências, 
adquirirem habilidades matemáticas suficientes, de modo a serem capazes de ler 
e interpretar a literatura menos técnica que necessitem para o seu dia-a-dia (ver 
[2]). 
 
Ainda Piros e Pinto (2013), afirmam que o modelo básico de mercado é o modelo 
da procura e da oferta, onde a função de procura representa o comportamento 
dos compradores e pode ser representado como uma curva de procura com 
declive negativo. Já a função de oferta representa o comportamento dos 
vendedores e pode ser representada como uma curva de oferta com declive 
positivo. Por outro lado, reforçam que os mercados de bens, consistem nas 
interações dos consumidores, como compradores e das empresas como 
vendedoras de bens e serviços produzidos por empresas e compradas por 
agregados domésticos privados.  
 
Este trabalho é um complemento indispensável dos livros de Matemática para os 
Economista e Matemática Essencial para Análise Económica, onde o ensaio do 
cálculo integral e a sua aplicação das funções reais de variável real em 𝑅𝑛 no 
ensino universitário, são ferramentas importantíssimas, para a resolução de 
inúmeros problemas futuros. 
 
Um aspecto importante e que merece uma especial atenção, é que o ensaio sobre 
a aprendizagem do ensino da matemática, como de outras áreas conceptuais, 
exige uma maturação progressiva de ideias, pelo que o trabalho produtivo, tem 
de ser feito com profundidade e regularidade ao longo de um período 
considerável, sem interrupções prolongadas, e não pode ser substituído por 
estudos intensivos de última hora. 
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Para o presente trabalho, inicialmente, realizou-se uma recolha de material 
bibliográfico relevante, para a compreensão detalhada do ensaio sobre a 
aprendizagem do cálculo integral a ser utilizado neste trabalho, dando particular 
destaque aos artigos científicos e revistas mais recentes, que abordam essa 
temática. Desta forma, recorreu-se a livros, artigos científicos, monografias, teses 
e dissertações, webpages e entre outros. 
 
Uma boa parte do trabalho desenvolvido, centra-se em descrever de forma 
intuitiva, mas ao mesmo tempo rigorosa, o estudo de equações integráveis e os 
seus diversos factores que os afectam. De seguida, centrou-se a atenção na 
aplicação e implementação das mesmas, usando conceitos, propriedade e 
técnicas da matemática elementar. Após isso, efectuou-se uma análise em como 
a resolução desses exercícios pode ser importante para optimizar e resolver os 
diversos problemas económicos, financeiros e económicos da actualidade. 
 
PRELIMINARES. CONCEITOS E PROPRIEDADES 
Nesta secção iremos apresentar os principais conceitos do integral, nas suas 
formas definida e indefinida e principais teoremas da análise moderna que 
permitem estender estes conceitos ao integral de Rieman, bem como, apresentar 
a ideia como podem ser usados para calcular a área de regiões planas. 
INTEGRAL INDEFINIDO E DEFINIDO DE UMA FUNÇÃO DE VARIÁVEL REAL EM 𝑅𝑛 
Seja o intervalo ]𝑎, 𝑏[ e a função real de variável real𝑓: ]𝑎, 𝑏[⟶ 𝑅𝑛, o integral 
indefinido de 𝑓 é uma função de 𝐹: ]𝑎, 𝑏[⟶ 𝑅𝑛, com a propriedade dada por, 
 
𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ,𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[,  (1) 
 
 Aplicação dos integrais e sua influência 
Seja 𝑎 um número fixo diferente de −1. Já que a derivada de 
𝑥𝑎+1
𝑎+1
 é 𝑥𝑎 , conclui-se 
que, 
 𝑥𝑎  𝑑𝑥 =
1
𝑎+1
𝑥𝑎+1 + 𝐶 ( 𝑎 ≠ −1 ).                                                  (2) 
A equação (2), mostra que o integral indefinido de qualquer potência de 
𝑥 (𝑒𝑥𝑐𝑒𝑝𝑡𝑜 𝑥−1), obtém-se aumentando o expoente de 𝑥 em 1, depois divide-se 
pelo novo expoente e, finalmente, adiciona-se uma constante de integração, 
como por exemplo: 
  𝑥 𝑑𝑥 =   𝑥1  𝑑𝑥 =
1
1+1
𝑥1+1 + 𝐶 =
1
2
𝑥2 + 𝐶; 
 
  
1
𝑥3
 𝑑𝑥 =   𝑥−3 𝑑𝑥 = −
1
2𝑥2
+ 𝐶; 
 
   𝑥 𝑑𝑥 =   𝑥
1
2  𝑑𝑥 =
2
3
𝑥
3
2 + 𝐶. 
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Teorema2.1: Seja a área ∆𝐴, cuja foi ampliada. Ela não pode ser maior que a 
área do rectângulo, cujos lados ∆𝑡 e o máximo de 𝑓 em [𝑡, 𝑡 +  ∆𝑡], nem menor que 
a área do rectângulo, cujos lados são ∆𝑡 e o mínimo de 𝑓 em [𝑡, 𝑡 +  ∆𝑡]. 
Demonstração: Do teorema,aplicando oconceito de área, para o cálculo do 
integral definido, obtemos:∀∆𝑡 > 0, é justa a desigualdade: 
𝑓 𝑡 ∆𝑡 ≤ 𝐴 𝑡 + ∆𝑡 − 𝐴 𝑡 ≤ 𝑓 𝑡 +  ∆𝑡 ∆𝑡, já que ∆𝑡 > 0, tem-se,  
𝑓 𝑡  ≤
𝐴 𝑡+ ∆𝑡 −𝐴 𝑡 
∆𝑡
 ≤ 𝑓(𝑡 +  ∆𝑡). 
Por outro lado, recorrendo ainda para o teorema (2.1), vamos estudar quando 
∆𝑡 ⟶ 0. O intervalo [𝑡, 𝑡 +  ∆𝑡], reduz-se a um simples ponto 𝑡 e, em virtude da 
continuidade de 𝑓, o valor 𝑓(𝑡 + ∆𝑡) ⟶ 𝑓(𝑡). O quociente de Newton 
[𝐴 𝑡+ ∆𝑡 −𝐴 𝑡 ]
∆𝑡
, 
enquadrado por 𝑓(𝑡) e por uma quantidade de 𝑓(𝑡 + ∆𝑡) ⟶ 𝑓(𝑡), deve tender para 
𝑓(𝑡), quando ∆𝑡 ⟶ 0. Portanto, chega-sea conclusão que a função 𝐴(𝑡), que mede 
a área sob o gráfico da função 𝑓ao longo do intervalo [𝑎, 𝑡], é derivável e a sua 
derivada é dada por, 
𝐴′ 𝑡 = 𝑓(𝑡), ∀𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). 
A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [2].  
Seja 𝑥uma variável independente e 𝐹(𝑥) um integral indefinido arbitrário na 
função 𝑓(𝑥). Então,𝐴 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶, sendo 𝐶 constante. Por outro lado, recordemo-
nos que 𝐴 𝑎 = 0. Daí, obtém-se, 
0 = 𝐴 𝑎 = 𝐹 𝑎 + 𝐶, logo 𝐶 = −𝐹(𝑎), 
é tal que, 
𝐴 𝑥 = 𝐹 𝑥 − 𝐹 𝑎 , onde 𝐹 𝑥 =   𝑓 𝑥  𝑑𝑥. 
 Integral definido de uma função e sua aplicação 
Seja 𝑓 uma função real de variável real contínua definida no intervalo [𝑎, 𝑏]. 
Suponhamos que a função 𝐹 é contínua e possui derivada 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). 
Então, a diferença 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎), chama-se integral definida de 𝑓 no intervalo [𝑎, 𝑏], 
dado por, 
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑏
𝑎
. 
Esta é a notação da função 𝑓(𝑥) integrável, com os limitesde integração [𝑎, 𝑏]. 
Neste sentido, denotamos 𝑥como a variável informal, no sentido que o integral é 
independente do seu valor, como por exemplo, 
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 =   𝑓 𝑦  𝑑𝑦 =   𝑓 𝜉 𝑑𝜉
𝑏
𝑎
𝑏
𝑎
𝑏
𝑎
. 
Suponha𝑓 uma função contínua definida no intervalo [𝑎, 𝑏]. Assim, 
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎)
𝑏
𝑎
, (3) 
onde 𝐹 é uma função qualquer que satisfaz 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ,∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) (ver [2]). 
Geometricamente, se 𝑓 𝑥  ≥ 0 para𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, o valor do integral definido, 
representa a área delimitada pela curva𝑓(𝑥), o eixo𝑥, e as ordenadas𝑥 =  𝑎 e 𝑥 =
𝑏. Assim, se 𝑓(𝑥) é positiva ou negativa, o integral definida representa a soma 
algébrica das áreas acima e abaixo do eixo𝑥, consideradas como positivas as 
áreas acima do referido eixo e como negativas as áreas abaixo: 
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2.2.1. Derivação em Ordem aos Limites de Integração 
 
Se 𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥), então  𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝐹 𝑡 − 𝐹(𝑎)
𝑡
𝑎
, de modo que, 
𝑑
𝑑𝑡
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝐹′ 𝑡 = 𝑓(𝑡)
𝑡
𝑎
. 
 
Por outras palavras,a derivada do integral definido 𝑒. 𝑜.𝑎. limite superior de 
integração, é igual ao valor do integrando nesse limite de integração, dado por, 
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑡)
𝑏
𝑡
, 
é tal que,      
𝑑
𝑑𝑡
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝐹′ 𝑡 =  −𝑓(𝑡)
𝑏
𝑡
.(4) 
 
FUNÇÕES CONTÍNUAS INTEGRÁVEIS 
Suponhamos que 𝑓(𝑥) é uma função continua em [𝑎, 𝑏]. Então, definimos  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑏
𝑎
 
como o número 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎), garantindo que 𝐹(𝑥) é uma certa função cuja derivada 
é 𝑓(𝑥). Em alguns casos, conseguimos achar uma expressão explícita para 𝐹(𝑥). 
Por exemplo, podemos calcular  𝑥5  𝑑𝑥 =
1
6
1
0
, porque 
1
6
𝑥6possui como derivada 𝑥5. 
Por outro lado, para a função, 
𝑓 𝑥 =  
1
 2𝜋
 𝑒
−𝑥2
2 , 
é impossível escrever uma expressão padrão cuja derivada é 𝑓(𝑥). Logo,𝑓 𝑥  é 
continua em [𝑎, 𝑏]. 
2.2.2. Integral de Riemann de Funções Limitadas em Intervalos Compactos 
Um conjunto 𝐼 ⊂ 𝑅𝑛 é um intervalo se 𝐼 = 𝐼1 × 𝐼2 ×. . .× 𝐼𝑛 , onde os conjuntos 𝐼𝑘, 
designados por arestas de 𝐼, são intervalos de 𝑅. É fácil verificar que um intervalo 
𝐼 ⊂ 𝑅𝑛 é um conjunto limitado, aberto, ou fechado se e só se, todos 𝐼𝑘 são, 
respectivamente limitados, abertos ou fechados. 
Diz-se que um conjunto 𝑆 ⊂ 𝑅𝑛 é compacto se é limitado e fechado, pelo que um 
intervalo compacto é simplesmente um intervalo limitado e fechado.  
Definição 2.2: Seja 𝐼 ⊂ 𝑅𝑛 um intervalo compacto. Diz-se que a função limitada 
𝑓: 𝐼 ⟶ 𝑅 é integrável à Riemann em 𝐼 ou que o seu integral de Riemann em 𝐼 
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existe se os integrais inferior e superior de 𝑓 𝑒𝑚 𝐼 são iguais, e a esse valor 
chama-se integral de Riemann de 𝑓 𝑒𝑚 𝐼, dado por, 
 𝑓 =   𝑓
− 𝐼
=   𝑓
−
𝐼𝐼
,                                                                 (5) 
Uma vez que é também frequente designar-se por: 
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥,    𝑓 𝑥1,… , 𝑥𝑛  𝑑𝑥1 …𝑑𝑥𝑛     𝑜𝑢       … 𝑓 𝑥1,… , 𝑥𝑛  𝑑𝑥1 …𝑑𝑥𝑛
𝐼𝐼𝐼
, 
notações que nos casos 𝑛 = 2 𝑒 𝑛 = 3, podem tomar a forma, 
 𝑓 𝑥,𝑦  𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑒 𝑓 𝑥,𝑦, 𝑧  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐼𝐼
,(6) 
respectivamente. 
Teorema 2.3 (Fubinni): Sejam 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛  𝑒 𝐵 ⊂ 𝑅𝑛  intervalos compactos e          𝑓:𝐴 ×
𝐵 ⟶ 𝑅 uma função integrável à Riemann no intervalo  𝐴 × 𝐵 ⊂ 𝑅𝑛+𝑚 . Então, 
 𝑓 =   ( 𝑓𝑥) 𝑑𝑥 =  ( 𝑓𝑥) 𝑑𝑥 =   ( 𝑓𝑥) 𝑑𝑥 =   ( 𝑓𝑥) 𝑑𝑥
−
𝐴𝐵−𝐴𝐵
−
𝐵𝐴−𝐵𝐴𝐴×𝐵
,  
onde, 
𝑓𝑥 :𝐵 ⟶ 𝑅 𝑒 𝑓𝑦 :𝐴 ⟶ 𝑅, satisfaz𝑓𝑥 𝑦  =  𝑓𝑦 𝑥  =  𝑓(𝑥, 𝑦) e todos os integrais indicados 
existentes. 
A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [1]. 
Teorema 2.4 (Critério de Integrabilidade de Lebesgue): Seja 𝐼 ⊂ ℜ𝑛  um intervalo 
compacto. Uma função limitada 𝑓: 𝐼 ⟶ 𝑅 é integrável à Riemann se só se é 
contínua 𝑞. 𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 𝐼.  
A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [1]. 
Teorema 2.5: Seja 𝐼 ⊂ 𝑅𝑛 um intervalo compacto. Se 𝑓: 𝐼 ⟶ 𝑅 é uma função 
limitada integrável à Riemann, então existe uma sucessão de funções em escada 
{𝑠𝑘} definidas em 𝐼, crescente (𝑖. 𝑒. , 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑘 𝑥 ≤ 𝑠𝑘+1 𝑥  ∀𝑥, 𝑘 ∈ Ν), cuja sucessões 
integráveis { 𝑠𝑘𝐼 } é limitada, tal que 𝑠𝑘 ⟶ 𝑓 𝑞. 𝑡.𝑝. em 𝐼 (𝑖. 𝑒. , 𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑥 ∈
𝐼 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑎 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑠ã𝑜  𝑠𝑘 𝑥   𝑛ã𝑜𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑓 𝑥  𝑒𝑚 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑛𝑢𝑙𝑎).Além disso, 
 𝑓 =  lim𝑘⟶∞  𝑠𝑘𝐼𝐼 .(7) 
Teorema 2.6 (Convergência Monótona de Levi): Seja 𝑆 ⊂ 𝑅𝑛  𝑒 {𝑓𝑘} uma sucessão 
monótona 𝑞. 𝑡. 𝑝. 𝑒𝑚 𝑆 para uma função 𝑓𝜖𝐿(𝑆) e, 
 𝑓 =  lim𝑘⟶∞  𝑓𝑘𝑆𝑆 . 
A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [1]. 
 Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue: Seja 𝑆 ⊂ 𝑅𝑛  𝑒 {𝑓𝑘} uma 
sucessão de função 𝑓𝜖𝐿(𝑆). Se existirem funções 𝑓 𝑒 𝑕 definidas em 𝑆, com 
𝑕𝜖𝐿 𝑆 , 𝑡𝑎𝑖𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑓𝑘 ⟶ 𝑓 𝑞. 𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 𝑆 e ∀𝑘 ∈ Ν se tem  𝑓𝑘  ≤ 𝑕 𝑞. 𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 𝑆 então 
𝑓𝜖𝐿(𝑆), { 𝑓𝑘𝑆 } converge e  
 𝑓 =  lim𝑘⟶∞  𝑓𝑘𝑆𝑆 , 
como  𝑓𝑘  ≤ 𝑕 𝑞. 𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 𝑆 diz-se que {𝑓𝑘} é dominada por 𝑕. 
 Belchior César Xavier Mário 
 
 
96  Revista Órbita Pedagógica. Publicação arbitrada quadrimestral. Vol. 5, Ano 2018, No. 3 (Setembro - 
Dezembro) 
 
O Teorema da ConvergênciaMonótona de Levi e o Teorema da Convergência 
Dominada de Lebesgue, têm em comum o facto de estabelecerem sub-hipóteses 
apropriados, a integrabilidade de uma função 𝑓 com base em sucessões {𝑓𝑘} de 
funções integráveis, que convergem 𝑞. 𝑡.𝑝. para 𝑓. Os dois teoremas, são úteis 
para calcular integrais, uma vez que dão condições em que  𝑓 =  lim𝑘⟶∞  𝑓𝑘𝑆𝑆 . O 
Teorema da Convergência Monótona de Levi, requer a monotonia da sucessão {𝑓𝑘} 
e que a sucessão { 𝑓𝑘𝑆 } seja limitada, enquanto o Teorema da Convergência 
Dominada de Lebesgue, requer que as funções 𝑓𝑘 sejam majoradas e minoradas 
por funções integráveis fixas. Tanto um como outro, consideram majorações para 
garantir a integrabilidade de 𝑓, onde primeiro, considera majorações dos valores 
absolutos dos integrais das funções 𝑓𝑘 e o segundo, considera majorações dos 
valores absolutos das próprias funções 𝑓𝑘 por funções integráveis. 
A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [1]. 
MODELO DE APLICAÇÃO À ECONOMIA 
Nesta secção são apresentadas exemplos que revelam a importância do cálculo 
integral aplicados à Economia. 
A economia surge do confronto de duas realidades: Necessidades humanas 
ilimitadas e Recursos finitos. As necessidades do ser humano são ilimitadas. A 
satisfação das necessidades pressupõe o uso de bens e serviços. A produção 
destes bens e serviços requer a utilização de recursos que existem em quantidade 
finita ou limitada. Assim, são de três tipos os recursos existentes numa 
economia: 
 
 Naturais, é o caso da terra, sol, ar, água, minerais (ouro, prata, urânio, 
mercúrio, cobre, ferro, etc.), petróleo, entre outros. 
 
 Humanos, trabalho, mão-de-obra. Pode ser trabalho especializado ou 
indiferenciado. 
 
 Capital, meios de produção, como máquinas, equipamentos, instalações, 
tecnologia, etc. 
 
A economia lida com o foco de tentar satisfazer o maior número possível de 
necessidades com os recursos disponíveis. Assim, economia é a ciência social que 
estuda a forma como as sociedades utilizam os recursos para a produção de bens 
com valor e a forma como é feita a sua distribuição entre os indivíduos. A 
economia divide-se em dois ramos de estudo: Microeconomia e Macroeconomia. 
Enquanto a microeconomia estuda as escolhas individuais e os comportamentos 
individuais dos agentes (funcionamento do mercado de um bem, consumidores, 
produtores, estruturas de mercado), a macroeconomia estuda a inter-relação 
entre todos os agentes intervenientes na economia (famílias, Estado, empresas, 
exterior e Instituições financeiras). 
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Suponhamos que no momento 𝑡 = 0, começamos a extrair petróleo de um poço 
que contém 𝐾 barris, definidos por 𝑥 𝑡 . 
Em particular, 𝑥 0 = 𝐾. Se assumimos que não podemos bombear de volta o 
petróleo para o poço, então,𝑥(𝑡) é uma função decrescente que depende de 𝑡.  
A quantidade de petróleo que é extraída num intervalo de tempo  𝑡, 𝑡 +
∆𝑡(𝑜𝑛𝑑𝑒 ∆𝑡 >0) é 𝑥𝑡−𝑥(𝑡+ ∆𝑡). Neste sentido, a unidade de tempo é dada por, 
𝑥 𝑡 −𝑥(𝑡+ ∆𝑡)
∆𝑡
= −
𝑥 𝑡+∆𝑡 −𝑥(𝑡)
∆𝑡
.(8) 
Se assumimos que 𝑥(𝑡) é derivável, então o limite da equação (8), quando ∆𝑡 ⟶ 0, 
é igual a −𝑥 (𝑡).  
Considerando que 𝑢(𝑡) denota a taxa de extracção no momento 𝑡, obtemos, 
𝑥 𝑡 = 𝑢 𝑡 , 𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑥 0 = 𝐾.(9) 
A solução da equação (9) é dada por, 
𝑥 𝑡 = 𝐾 −   𝑢 𝑠  𝑑𝑠
𝑡
0
.(10) 
Assim, verificamos que a equação(10) do seguinte modo: primeiro, colocando 
𝑡 = 0, 𝑥 0 = 𝐾. Porem, derivando  10  𝑒. 𝑜.𝑎. 𝑡, de acordo com as regras, produz 
𝑥 𝑡 = −𝑢(𝑡). 
A equação(10), pode ser interpretado do seguinte modo: a quantidade de petróleo 
remanescente no poço, no instante 𝑡 é igual à quantidade inicial 𝐾, menos a 
quantidade que foi extraída durante o tempo [0, 𝑡], nomeadamente, 
 𝑢 𝑠  𝑑𝑠
𝑡
0
.(11) 
Se a taxa de extracção é crescente, com 𝑢 𝑡 = 𝑢 , então (2) produz, 
𝑥 𝑡 = 𝐾 −   𝑢  𝑑𝑠 = 𝐾 −  𝑢 𝑡
𝑡
0
.(12) 
 Distribuição da renda 
Em muitos países, os dados sobre impostos de renda, podem ser usados para 
revelar algumas propriedades da distribuição num dado ano e, também, como a 
distribuição varia de ano para ano. 
Suponhamos que medimos a renda anual em kwanzas e seja 𝐹(𝑟) a proporção de 
indivíduos que recebe não mais que 𝑟 kwanzas num ano específico. Portanto, se 
existirem 𝑛 indivíduos na população, 𝑛𝐹(𝑟) é o número de indivíduos com 
rendimento não superior a 𝑟. Se 𝑟0 é o menor e 𝑟1 é o maior rendimento no grupo, 
interessa-nos estudar a função 𝐹 no intervalo [𝑟0, 𝑟1]. Por definição, 𝐹 não é 
contínua e, consequentemente, não é derivável em [𝑟0, 𝑟1], porque 𝑟 tem de ser 
um múltiplo de 0.01 𝐴𝑘𝑧 e 𝐹(𝑟) tem que ser um múltiplo de 
1
𝑛
. Contudo, se a 
população consiste num largo número de indivíduos, então, é possível determinar 
a função suave, que fornece uma boa aproximação em relação à real distribuição 
de renda.  
Suponhamos que 𝐹 é uma função com derivada contínua denotada por 𝑓, tal 
que,𝑓 𝑟 = 𝐹′ 𝑟 ,∀𝑟 𝑒𝑚 (𝑟0, 𝑟1). De acordo com a definição de derivada, temos, 
𝑓 𝑟 ∆𝑟 ≈ 𝐹 𝑟 + ∆𝑟 − 𝐹 𝑟 ,∆𝑟 < +∞. 
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Por este facto, 𝑓 𝑟 ∆𝑟 é aproximadamente igual à proporção de indivíduos que 
têm rendimentos entre 𝑟 𝑒 𝑟 + ∆𝑟. A função𝑓 chama-se função de distribuição da 
renda e𝐹 é a função de distribuição acumulada associada. 
Suponhamos agora que 𝑓 é uma distribuição contínua de renda para uma certa 
população com rendimentos no intervalo [𝑟0, 𝑟1]. Se 𝑟0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑟1 então, da 
discussão anterior e da definição de integral definido, implica que  𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
 é a 
proporção de indivíduos com rendimentos em [𝑎, 𝑏], dado por, 
𝑛  𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
. 
Assim, passando para o limite quando∆𝑟 ⟶ 0, obtemos 𝑀′ 𝑟 = 𝑛𝑟𝑓(𝑟), dado por, 
𝑛  𝑟𝑓 𝑟  𝑑𝑟 = 𝑀 𝑏 − 𝑀(𝑎)
𝑏
𝑎
, 
onde,  
𝑛 𝑟𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
. (13) 
A razão entre a renda total e o número de indivíduos pertencentes a um certo 
intervalo de rendimentos [𝑎, 𝑏], chama-se rendimento médio para os indivíduos 
neste intervalo de rendimento. Temos, consequentemente, rendimento médio de 
indivíduos com rendas no intervalo  𝑎, 𝑏 , dado por, 
𝑚 =  
 𝑟𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
 𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
.(14) 
Uma função de distribuição da renda que aproxima-se, demasiado bem, as 
distribuições reais de renda, particularmente para grandes rendimentos, é a 
distribuição de Pareto. Neste caso, a proporção de indivíduos que ganham não 
mais que 𝑟 𝑘𝑤𝑎𝑛𝑧𝑎𝑠 é dada por, 
𝑓 𝑟 =
𝐵
𝑟𝛽
,(15) 
uma vez que𝐵 𝑒 𝛽 são constantes positivas. Habitualmente, estimativas empíricas 
de 𝛽 situam-se num intervalo 2.4 < 𝛽 < 2.6. A fórmula não se Influência da 
Distribuição da Renda na Procura. 
Seja𝑇 𝑏 − 𝑇(𝑎) a medida desejada da procura total, para a mercadoria, por todos 
os indivíduos do grupo. Isto irá, naturalmente, depender do preço 𝑝. Denotando a 
procura total por 𝑥(𝑝) temos, 
𝑥 𝑝 =   𝑛𝐷 𝑝, 𝑟  𝑓 𝑟  𝑑𝑟
𝑏
𝑎
.(16) 
EXCEDENTE DO CONSUMIDOR E DO PRODUTOR 
Em vários mercados, os economistas estão sempre interessados em investigar 
como o bem-estar dos consumidores e produtores é influenciado por mudanças 
nos parâmetros económicos. Uma medida comum (mas, na realidade imprecisa) 
que mede tais mudanças é o excedente do consumidor e do produtor. 
Consideremos as funções típicas da procura e oferta, e suponhamos um ponto de 
equilíbrio 𝐸, a procura é igual à oferta. O correspondente preço de equilíbrio 𝑃∗, é 
aquele que induz os consumidores a comprarem (procurarem) precisamente a 
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mesma quantidade que os produtores estão dispostos a vender (produzir) a esse 
preço. De acordo com a curva da procura, há consumidores que estão dispostos a 
pagar mais do que 𝑃∗ por unidades. De facto, mesmo se o preço é tão alto como 
𝑃1, alguns consumidores ainda desejarão comprar algumas unidade a esse preço. 
A quantia total (poupança) por todos os consumidores, compram mercadoria ao 
preço mais baixo do que eles estão dispostos a pagar, chama-se excedente do 
consumidor (CS). 
Por absurdo e considerando uma figura rectangular. Tem base igual a ∆𝑄 e altura 
𝑓(𝑄), assim, a sua área é 𝑓 𝑄 ∆𝑄. Pode-se interpretar como a quantia máxima 
que os consumidores estão dispostos a pagar por ∆𝑄 unidades, ao preço 𝑓(𝑄), se 
eles já possuem 𝑄 unidades. Para aqueles que estão dispostos a comprar a 
mercadoria ao preço 𝑃∗ ou a um preço maior, a quantia total que eles estão 
dispostos a pagar, é a área abaixo da curva da procura ao longo do intervalo 
[0,𝑄∗], isto é,  𝑓 𝑄  𝑑𝑄
𝑏
𝑎
. Está área é sombreado. Se os consumidores compram, 
em conjunto, 𝑄∗ unidades da mercadoria, o custo total será 𝑃∗𝑄∗. Isto representa 
a área do rectângulo com comprimento 𝑄∗ e largura 𝑃∗. Ela pode, 
consequentemente, ser expressa em termos do integral  𝑃∗ 𝑑𝑄
𝑄∗
0
. Assim, o 
excedente do consumidor é definido por, 
𝐶𝑆 =    𝑓 𝑄 − 𝑃∗  𝑑𝑄
𝑄∗
0
. (17) 
Uma vez que isto é a quantidade total de consumidores, que estão dispostos a 
pagar menos o que eles realmente pagam. Assim,  𝑓 𝑄  𝑑𝑄
𝑄∗
0
 é a área 𝑂𝑃1𝐸𝑄
∗, 
visto que 𝑂𝑃∗𝐸𝑄∗ é 𝑃∗𝑄∗. Logo, o excedente do consumidor é igual à área 𝑃∗𝑃1𝐸 
entre a curva da procura e a linha horizontal 𝑃 = 𝑃∗. Isto é, também a área à 
esquerda da curva da procura, que está situada entre a curva e o 𝑃 − 𝑒𝑖𝑥𝑜. O 
Excedente do Consumidor 𝐶𝑆 é o conjunto ligeiramente sombreado. 
A maioria dos produtores, também obtêm benefícios positivos provenientes da 
venda ao preço de equilíbrio, pois eles estão dispostos a fornecer a mercadoria a 
um preço mais baixo do que o preço de equilíbrio. O montante deste benefício, 
chama-se excedente respeitante ao produtor. Se o preço é tão baixo como 𝑃0, 
alguns produtores ainda estão dispostos em fornecer a mercadoria. O benefício 
total de todos produtores que obtêm um preço maior do que o preço que eles 
estão dispostos a vender chama-se excedente do produtor (PS), definido por, 
𝑃𝑆 =    𝑃∗ − 𝑔 𝑄   𝑑𝑄.
𝑄∗
0
(18) 
Isto é igual à quantidade total que os produtores realmente pagaram menos o 
que eles estão dispostos a ser pagos para fornecer a quantidade 𝑄∗ no total. 
Afirmamos que 𝑂𝑃∗𝐸𝑄∗ é novamente 𝑃∗𝑄∗ e  𝑔 𝑄  𝑑𝑄
𝑄∗
0
, é a área 𝑂𝑃0𝐸𝑄
∗. Assim, 
𝑃𝑆 é igual à área 𝑃∗𝑃0𝐸 entre a curva da oferta e a linha 𝑃 = 𝑃
∗, que é também a 
área à esquerda da curva da oferta, que está entre a curva da oferta e o 𝑃 − 𝑒𝑖𝑥𝑜. 
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Seja a curva da procura dada por 𝑓 𝑄 = 50 − 0.1𝑄 e a curva da oferta por 
𝑔 𝑄 = 0.2𝑄 + 20. O preço de equilíbrio do excedente do produtor e do consumidor 
é dado pela equação 50 − 0.1𝑄∗ = 0.2𝑄∗ + 20,  
étal que, 
𝑄∗ = 100. Então, 𝑃∗ = 0.2𝑄∗ + 20 = 40, 
uma vez que,  
𝐶𝑆 =    50 − 0.1𝑄 − 40  𝑑𝑄 = 
100
0
  10 − 0.1𝑄  𝑑𝑄 = 
100
0
500 
e 
𝑃𝑆 =   [40 −  0.2𝑄 + 20  𝑑𝑄 =
100
0
  20 − 0.2𝑄  𝑑𝑄 = 100
100
0
. 
 
CONSIDERAÇÕES FINAIS 
Neste ensaio sobre a aprendizagem do cálculo integral aplicado à economia, 
verificou-se durante as demonstrações de conceitos e exemplos, que é 
importante ter o rigor pelos estudos constantes e diários, para que sejam 
registadas todas e quaisquer anomalias na resolução dos vários problemas 
matemáticos. 
Durante o presente trabalho, foi também apresentado uma série de conceitos, 
teoremas e técnicas da matemática elementares, para ajudar a resolver inúmeros 
problemas matemáticos aplicados à economia, de modo a se poder minimizar e 
ultrapassar a problemática da procura, oferta e da previsão dos resultados 
económicos e financeiros probabilísticos.  
Ainda assim, fazendo uma análise da aplicação dos conceitos e entre outros, 
verificou-se também que o excedente do consumidor é a diferença entre 
disposição a pagar de determinado consumidor ou do conjunto de consumidores e 
preço de mercado, enquanto o excedente do produtor é a diferença entre 
disposição a vender de determinado vendedor ou do conjunto de vendedores e 
preço de mercado. 
Conforme a abordagem do desenvolvimento sobre os fundamentos 
macroeconómicos, recomenda-se uma análise mais aprofundada nas questões 
referentes à excedente do consumidor e do produtor, a problemática da procura e 
oferta, ao desenvolvimento e crescimento económico dos mercados, a 
determinação da renda e do produto nacional, para obter melhor compreensão no 
que se refere ao ensaio sobre a aprendizagem do cálculo integral aplicado à 
economia. 
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